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Optimisation : exercices

Exercice 1. Calcul de gradients
1. Calculer le gradient des fonctions suivantes définies sur Mn(R) pour le produit scalaire

⟨M,N⟩ = Tr(MTN)

Tr(M),
1

2
Tr(MTM), det(M).

2. Soit g : Rq → R et f : Rp → Rq deux fonctions dérivables. Calculer le gradient ∇(g ◦ f).
3. Calculer le gradient de A(f) = ⟨b, u⟩ où b ∈ Rn est fixé et u ∈ Rn est la solution de

Lu = f pour L ∈ Mn(R) inversible et f ∈ Rn.

Exercice 2.
Déterminer les extrema sur R2 et leur nature (extremum local ou global) des fonctions suivantes

— f(x, y) = x2 − 3xy + y2

— f(x, y) = xy
1+x2+y2

— f(x, y) = x4 + y3 − 4y − 2
— f(x, y) = x3 + xy2 − x2y − y3

Exercice 3.
Soit J : Rd → R une fonction continue coercive et A un ensemble fermé de Rd. Montrer que
le problème

Trouver x∗ ∈ A ⊊ Ω vérifiant J(x∗) = inf
x∈A

J(x). (1)

admet une solution.
Indication : on pourra considérer une suite minimisante et montrer qu’elle est bornée.

Exercice 4.
Soit A ∈ Mn(R) une matrice symétrique définie-positive. Soit b ∈ Rn et considérons F (x) =
1
2⟨x,Ax⟩ − ⟨b, x⟩.

1. Calculer le gradient et la matrice hessienne de F .
2. Montrer que F est convexe.
3. Montrer que F est α-convexe et donner la plus grande valeur de α en fonction de A.
4. Quel est le minimiseur de F sur Rn ?

Exercice 5. Solution au sens des moindres carrés
Soit A une matrice de taille m × n où m > n et b un vecteur de Rm. On suppose que A est
une matrice de rang m. Soit J : Rn → R définie par J(x) = 1

2∥Ax − b∥2. On s’intéresse au
problème suivant

Trouver le vecteur x∗ ∈ Rm vérifiant J(x∗) = inf
x∈Rn

J(x).
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1. Écrire le gradient et la Hessienne du problème de minimisation sur J .
2. Montrer que J est strictement convexe.
3. En écrivant les conditions de premier ordre nécessaires pour minimiser J(x), montrer

que la solution x∗ satisfait l’équation normale :

ATAx = AT b.

Exercice 6.
On considère une fonction f continue définie sur l’intervalle [−1, 1]. Soit (xi)1≤i≤m des points
deux à deux distincts de [−1, 1]. On s’intéresse au problème d’optimisation suivant

min
P∈P1

E(P ), où E(P ) =

m∑
i=1

|P (xi)− f(xi)|2,

Soit

X =


1 x1
1 x2
...

...
1 xm

 , et Y =


y1
y2
...
ym

 .

1. Mettre ce problème sous la forme
min
p∈R2

J(p) (2)

avec J(p) = ⟨Ap, p⟩ − ⟨b, p⟩ + c, où ⟨·, ·⟩ désigne le produit scalaire euclidien de R2, et
A ∈ M2(R), b ∈ R2, c ∈ R à déterminer.

2. Étudier l’existence et l’unicité des solutions du problème (2).
3. Résoudre ce problème.
4. Que représente la solution p∗ du problème de minimisation ?

Exercice 7. Méthode de la section dorée
Soit F une fonction continue sur [a, b]. On suppose que F est unimodale, c’est-à-dire qu’il existe
x∗ ∈ [a, b] tel que F est décroissante sur [a, x∗] et croissante sur [x∗, b]. Le but de l’exercice
est de prouver la convergence de l’algorithme de la section dorée qui permet d’approcher x∗ =
argminx∈[a,b] F (x).

On dit qu’un triplet (a∗, c∗, b∗) est admissible si F (c∗) ≤ min(F (a∗, b∗)).

1. Montrer que si d∗ ∈]c∗, b∗[ alors soit (a∗, c∗, d∗), soit (c∗, d∗, b∗) est admissible.
2. Soit (an), (bn), (cn), (dn) les suites définies par

(an+1, bn+1, cn+1, dn+1) =

{
(an, X, cn, dn)si (an, cn, dn) est admissible
(cn, dn, X, bn)si (cn, dn, bn) est admissible,

avec

X =

{
αan + (1− α)dnsi (an, cn, dn) est admissible
(1− α)cn + αbnsi (cn, dn, bn) est admissible.

où α ∈]12 , 1[. Montrer que si α = 1
ϕ avec ϕ = 1+

√
5

2 alors pour tout n ∈ N, on a

cn = αan + (1− α)bn, et dn = (1− αan) + αbn.
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3. Montrer que bn+1 − an+1 = α(bn − an).
4. En déduire que la suite (xn) avec xn = an+bn

2 converge linéairement à un taux au plus
α.

Exercice 8. Déterminer le minimum des problèmes de minimisation sous contrainte min
(x,y)∈R2g(x,y)=0

f(x, y)

pour les choix de f et g suivants
1. f(x, y) = x2 + y2 − 4xy et g(x, y) = x2 + y2 − 8

2. f(x, y) = x3 + y3 et g(x, y) = x2 + y2 − 4

3. f(x, y) = ln(x− y) et g(x, y) = x2 + y2 − 2

4. f(x, y) = 1
x + 1

y et g(x, y) = 1
x2 + 1

y2
− 1

2

Exercice 9.
Soit A ∈ Mn(R) une matrice, b ∈ Rn et F (x) = 1

2⟨x,Ax⟩ − ⟨b, x⟩. Soit C ∈ Mp×n(R) avec
p < n une matrice de rang p et v ∈ Rp.

1. Écrire le théorème des extrema liés pour le problème de minimisation sous contrainte
minx∈Rn,Cx=v F (x).

2. Montrer que l’équation précédente peut s’écrire comme un système linéaire[
A C
CT 0

] [
x∗
λ

]
=

[
b
v

]
3. Si A est symétrique définie-positive, montrer que le système précédent admet une unique

solution.

Exercice 10. Convergence de la méthode du gradient à pas optimal pour les fonc-
tions α-convexe

Soit f : Rn → R une fonction α-convexe. On note x∗ ∈ Rn son unique minimiseur.
Pour tout x ∈ Rn tel que ∇f(x) ̸= 0, on considère la fonction φx : R → R définie par
φx(t) = f(x− t∇f(x)).

1. Justifier que φx admet un unique minimiseur, que l’on notera t∗x.
Soit x0 ∈ Rn. On définit la suite suivante :

∀k ∈ N, xk+1 = xk − t∗xk
∇f(xk)

2. Justifier que si xk = x∗ pour k ∈ N, alors xk+1 = x∗.
3. Montrer que la suite (f(xk))k∈N est décroissante. En déduire qu’elle est convergente.
4. Montrer que ∀k ∈ N, f(xk) − f(xk+1) ≥ α

2 ∥xk − xk+1∥2. En déduire que la suite
(∥xk − xk+1∥)k∈N converge vers 0.

5. Montrer que ∀k ∈ N, ⟨∇f(xk),∇f(xk+1)⟩ = 0. En déduire que ∥∇f(xk)−∇f(xk+1)∥2 =
∥∇f(xk)∥2 + ∥∇f(xk+1)∥2.

6. Montrer que limk→+∞(∥∇f(xk)∥2+∥∇f(xk+1)∥2) = 0. En déduire que la suite (∇f(xk))k∈N
converge vers 0.

7. Justifier que f est infinie à l’infini. En raisonnant par l’absurde, montrer que la suite
(xk)k∈N est bornée. En déduire qu’il existe un compact K ⊂ Rn tel que xk ∈ K pour tout
k ∈ N.
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8. En déduire qu’il existe (xkj )j∈N une sous-suite qui converge. Notons sa limite x̃. Montrer
que ∇f(x̃) = 0.

9. En déduire que x̃ = x∗ et que la suite (xk)k∈N converge vers l’unique minimiseur de f .

Exercice 11.
Soit q ≥ p ≥ 1. Déterminer la valeur maximale de

∑n
i=1 |xi|p sous la contrainte

∑n
i=1 |xi|q = 1.

Exercice 12.
Soit A = {(x, y) ∈ R2, y ≥ x2, x+ y ≤ 1}. Déterminer

max
(x,y)∈A

y.
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